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H 9.1 inhomogene Wellengleichung
Die interessanten Maxwellgleichungen im Vakuum (ohne Ladungen und Stréme) sind:

VXE+B=0, VXB——E ‘./\oé_

Fiir die erste Wellengleichung, OE = A, bilde ich die Rotation der ersten Gleichung und leite die
zweite nach der Zeit ab:

: . 1o
VXVXE+VxXxB=0, VXB——2E=0
c

Auflerdem ist VX'V xx =V(V,x) — Ax. Wobei hier die Divergenzen alle 0 sind. 0)\ O\\ L{\ QLK}’\
NN~ — :

Mit diesen Voriiberlegungen kann ich die erste Wellengleichung umformen: 5\ V)
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Wir setzen eine der Gleld‘}\ungen ein.
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Die Rotation kénnen wir aufheben. Dabei miissen wir einen beheblgen Gradienten addieren.
) “VXE-B=L+V$ i Vx MA"Q&V kowst Py, vickt iy &Q
Die linke Seite ist gerade die negative Stromdichte, die hier allerdings 0 ist.

A =-V¢
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Die Funktion A, ist also ein beliebiger Gradient.

Analog bilden wir anders herum Rotation und Zeitableitung der beiden Gleichungen:

VXE+B=0, VXVXxB-VxD=0

Nun kénnen wir wieder die Wellengleichung umformen:
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Wir nehmen wieder eine Rotation weg und addieren einen Gradienten. = LV xz = >\l
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Ay =—Vp » ' 6 /Ao

Die zweite Funktion A, ist also wieder ein Gradient.

H 9.2 zirkular polarisierte Welle

H9.2.1 Magnetfeld
Gegeben ist das elektrische Feld:
E=Re(f(x—ct) (e, +ie,))

Wir bilden die Rotation dieses Feldes:

V xE =Re (f’(x ~ct) (g, +éz))

1.5/3
Dies integrieren wir nach der Zeit und wéhlen alle Integrationskonstanten gleich 0:
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H 9.2.2 Energiedichten
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Wir bestimmen die Energiedichte:

s % ((B,H) + (D, E))

- %f(x =gl (X =ct)

=Reof (x —ct)f*(x —ct)

——(ig, +2,) (+ig, ~ &,) + 0 (2, +i2,) (&,+ iéz))
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Und die Energiestromdichte:

S=EXH
0

= lf(x—ct)f*(x—ct) 1
cu ;

€0 s
= Z’I—f(x —ct)f*(x —ct)e,
200

Es fehlt der Spannungstensor G:

1
G = 5% — ¢,E°BF — —B*BF
Ko

Oder als ganzer Tensor geschrieben:

1
G=wl-¢E®E—- —B®B
u

=2f(x —ct)f*(x —ct)gyl

o Ty = 6 (Rt Twm'g) *0O
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0
0

Die Diagonalform heit wohl, dass dieses Feld nur Druck und keine Scherspannung austibt.

5/F

H 9.3 Coulomb- und Lorenzeichung

H 9.3.1 Begriindung und Bestimmungsgleichungen
Da (V,B) = 0 gilt, kann ist dieses ein reines Wirbelfeld. Ein solches kann immer als Rotation eines
anderen Feldes, A geschrieben werden:

B=VXxA

¢ + ¢, schreiben ldsst: /
& 1f

E=-Vyp \/
\ /

Fiir den elektrodynamischen, aber ladungsfreien Fall gilt (V,E) = 0. Auflerdem gilt V X E = —B.
Wir setzen die Induktion ein und erhalten:

VXE=-VXA &> E=—-A—-VWV

Durch die Linearitit der Differentialgleichung kénnen wir beide Fille zusammensetzen und JEaL—L

g X
E=-V¢—-A \/ ?Q{E(%\ %é( \ A/,L{

Fiir den elektrostatischen Fall gilt V X E = 0, so dass sich dieses als Gradient eines skalaren Feldes,
Martin Ueding, Simon Schlepphorst Gruppe 8 — Julia Volmer Seite3 /5



physik321 — Ubung 9 H 9.3 COULOMB- UND LORENZEICHUNG

H 9.3.2 Eichinvarianz der Potentiale

In der vorherigen Aufgabe haben wir bei der Integration schon die Freiheiten ¢; und V1) eingefiigt.
Das Vektorpotential A ist nur bis auf einen Gradienten bestimmt, das skalare Potential ¢ nur bis auf

eine additive Konstante. wive shov woch W\a\ I A, dass <
P bt BN R il S /S

H 9.3.3 Coulombeichung

Wir betrachten die inhomogenen Maxwellgleichungen:
Jol

5
(V>E)=": VXB——2E=uj
& €

Dort setzen wir unsere Potentiale ein und erhalten nach einigen Umformungen folgendes Gleichungssys-

tem: éj]‘
e . Al o 8
V((V,A)+C—2<,o) —0OA=—puj /\ G \,\r\x ko, (1a)

> T AW
A(p+<V,A> =—§ vV 03'(3 ’ (1b)
Nun setzen wir (V,A) =0 ein 1'm/dvereinfachen das System zu:

1 W e
—-=V¢+0OA=—puj : ' . (2a)

= aJN'& stk

. wod

Ap= T ‘ (2b)

Gleichung (2b) ist gerade die aus der Elektrostatik. Diese konnen wir mit einem Poissonintegral
16sen und erhalten:

o=— Jd%’—p v 3)

4me, |r—r’|

Gleichung (2a) formen wir um und erhalten eine Gleichung fiir das A-Feld:
1
OA= —,Uj I C—ZV(p

Wir setzen (3) in die obige Gleichung ein und erhalten bis auf eine harmonische Funktion f:

OA=—uj— Mol +f v 4)
4r lr e |
Nun benutzen wir die Kontinuititsgleichung. Diese lautet:

P+ {V,j)=0 &> eVp=(V,j) v

Gleichung (4) wird zu:
v,j
DA=—uj—Z—ZVJd3r/< ? \/

Die Differenz auf der rechten Seite konnen wir als Rotation schreiben. Ein Vektorfeld 1asst sich in ein
Quellen- und ein Wirbelfeld zerlegen. Dies ist der erste Summand. Davon ziehen wir den Quellenteil
(zweiter Summand) ab, es bleibt der Wirbelteil:

DA=——ﬂVXJd3r’VXj \/
4r |r—r’|
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H 9.3.3c Losung im Vakuum
H 9.3.3¢c warum ,transversal“?

Wir haben OA ausschlieflich durch die transveﬁb‘ale Stromdichte ausgedriickt, daher wird dies

transversale Eichung genannt. (M“\ d, \/ 2 / 2.5

H 9.3.4 Lorenzeichung

Wir hatten das Gleichungssystem (1). Dort setzen wir in beide Gleichungen (V,A) + Cl2¢ = 0 ein
und erhalten:

OA=pj, Ds0=—§ \/

Somit sind die Gleichungen entkoppelt. 2 2[ ' 2 5
@; u (}\ °
6 ,_M L
At
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