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H 3.1 eine Konfiguration von Punktladungen

H 3.1.1 Ladungsverteilung und Potential

Das Potential einer Punktladung ist:

1 Q

o(r)=
(r) 4meg|r —r’|

Die Ladungsverteilung kann ich mit 6-Distributionen darstellen:

p(r)=Q6 (x)5(y) (5(%—2)—5(—%—2))

Die Punktladungen haben jeweils ein Potential, das ich mit Superposition zu einem Gesamtpotential
zusammensetzen kann:
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H 3.1.2 Ladungen zusammenriicken

Die Dipolmoment p = Qa soll konstant bleiben, dabei soll a — 0 gehen. Ich entwickele das Potential
um a =0:

_ 1 aQz 2y_ 1 pz 2
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Wenn man jetzt ein Einheitensystem wahlt, in dem 1/ (47‘[60) =1 gilt, dann ergibt dies das geforderte
& =pz/ri.
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H 3.1.3 andere Ladungsdichte
Gegeben ist die Ladungsdichte:

p (r)=—p&(x)5(y)8’ ()

Durch Integration erhalte ich das Potential:
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Durch partielle Integration kann ich die Ableitung nach z von der §-Distribution auf den inversen
Abstand umwélzen.

:_4;0 JRdXS(x)J dy5(y)J dz'5 (o az,|r ! -
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e ((x—X’)2 +(y—y)+ (Z—Z’)2)3/2

Die Integrale sind jetzt recht einfach durch die §-Distributionen. Letztlich ist x’ =0, y' = 0, 2’ =
0.
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Das ist genau das gleiche Potential wie bei der vorherigen Aufgabe.

H 3.1.4 elektrisches Feld

Fiir das elektrische Feld bilde ich den Gradienten:
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Das Feld ist in Abbildung 1 gezeigt. Die Aquipotenzlinien fehlen noch, sollten allerdings Hyperboloide
sein.

Abbildung 1: elektrisches Feld
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H 3.2 Trennung der Variablen in Polarkoordinaten

H 3.2.1 Losung der Laplacegleichung

Da das Spiel ,,finde die Zahl“ inzwischen langweilig ist, schlage ich als neues Spiel ,finde den lateinischen Buchstaben* fiir

diese Aufgabe vor.
Da ¢ und ¢ eigentlich der gleiche Buchstabe ist, benutze ich fiir das Potential &.

Als Ansatz fiir das Potential benutze ich & (p, ¢) = Vo +&,(p)®,(¢). Dies setze ich in die Laplace-
gleichung, die in Polarkoordinaten gegeben ist, ein:

1 8 2%, ) 1 9%,
2l p=—Le, |+—= $, =0
pap( ap 7

T2 g2 P

Ich trenne die Variablen:

F) od 1 9%
®, 0p ap Py 0¢

Beide Seiten hdngen von unterschiedlichen Variablen ab, somit miissen sie beide gleich einer Kon-
stanten, 32, sein. Das Quadrat ist willkiirlich und wird erst spiter praktisch. Somit ergeben sich zwei
Differentialgleichungen:
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0%, 2%,

3%d,
+ —_—
dp2 p ap
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Die Losung fiir die erste Gleichung habe ich nicht selbst finden konnen, sie stammt aus [?, Seite 92].
Die zweite Gleichung lasst sich durch Kosinus und Sinus l6sen (und jede Linearkombination davon).
Dabei stellt die Funktion #[M ] die lineare Hiille der Menge M dar.

s, eg[{pﬂ,p—ﬁ}] A By ez[{cos(ﬂqb),sin(ﬂqb)}}

Die Randbedingungen erfordern, dass <15(p, 0) =0 und <15(p, a) = 0 sind. Daraus folgt, dass keine

Kosinusterme in ¢, vorkommen. Auflerdem muss sin (ﬂgi)) = 0 gelten, woraus folgt: f = nn/a.
Da & bei p = 0 keine Singularitiat haben soll, folgt auch noch, dass keine negativen Potenzen von p
vorkommen kénnen. Die y,, sind die Koeffizienten fiir die Linearkombination. Die allgemeine Lésung
dann so aus:

®(p,d)=Vo+ Y .yap""/" Sin(%qﬁ)

n=1

H 3.2.2 Niherung und elektrisches Feld E

Fiir kleines p ist nur der erste Term in der Potenzreihe mafgebend. Somit ist das Potential ndherungs-
weise:

®(p,p)~ Vo + hp”/“sin(%cb)

Das elektrische Feld ist die negative Ableitung des Potentials. Diese sind mit den entsprechenden
Formeln fiir Polarkoordinaten:
o i 109 i

T T
E,=——=—11—p P sin_¢, Ey=——=—y,—p"Flcos—¢
P~ " 30 B p *T pa¢ 'B p
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Somit ist das Feld in Polarkoordinaten:
E(p, ¢) = epEp + e¢E¢
Die Oberflachenladungsdichte ist gegeben durch o = ¢yE. Diese ist aufgrund der Azimutalsymmetrie

auf beiden Platten gleich, ich gebe die Ladungsdichte fiir ¢ = 0 an. Der Vektor v ist der Normalen-
vektor auf die Platte.

T _
O'(P) = 80<V,E(P,O)> =& <e¢:epEp(p’0) +e¢E¢(P’O)> =—¢M1 Bpn/ﬂ !

H 3.3 Kugelflichenfunktionen

Diese Aufgaben lasse ich aus.

H 3.4 Spiegelladungen 2

Aus Symmetriegriinden muss die Spiegelladung auf der Verbindungslinie vom Koordinatenursprung

. . ./ o
und Ladung liegen. Die Ladung sei ¢" gro8 und an der Position r .

Ich habe mich bei der Bearbeitung an [?, Seite 70] gehalten.

H 3.4.1 Potential

Das Potential ¢ ist eine Superposition von Punktladung und Spiegelladung:

1 /
&(r) = 4 , 1

4meg
r—ry r—ry

Da die beiden Ladungen auf einer Linie liege, kann ich die Position als Vielfaches eines Normalen-
vektors v schreiben:

1 /
o(r)= 4 -1

4o | | pr — v

Vr — vrq/
An der Stelle r =R soll das Potential O sein. Somit muss gelten:

1 /
&(R) = a9 , 14 L0

4meo ‘vR—vrq ‘vR—vrq/

Jetzt klammere ich im Nenner aus:

S(R)= — 1+ a Lo
4meg R‘ v—vR| 1y R — v‘
q
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Der Ausdruck ist genau dann gleich 0, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a_
R T, R ry

Dies kann ich umformen zu:

, R
q =——q A rq/ = —
Tq

Das setze ich in das Potential ein und erhalte:

q 1 1

)] =
(r) 4TC€0

_ g _
‘r rq‘ ‘rR qu

H 3.4.2 Flichenladungsdichte

Die Flachenladungsdichte ist, mit y als Winkel zwischen r und r:

1_ R
c—e od g R re?
=gy — =— =
E] 47R2 3/2
" lr=r T T (1+5—22—Rr5cos(y))
q q

Die Ladung auf der Oberfldche muss gleich der Spiegelladung und das Negative der realen Ladung
sein, da der gesamte Raum ohne das Innere der Kugel durch den Leiter begrenzt wird, der feldfrei
sein muss. Somit muss auferhalb der Kugel total keine Ladung sein.

H 3.4.3 Kraft

Die Kraft auf die Ladung konnte durch Integration iiber die Ladungsverteilung ermittelt werden.
Ich wéhle hier den einfacheren Weg, in dem ich die Kraft auf die Spiegelladung berechne. Diese
ist:

1 ¢

F= 4
4mey d3

Dann setze ich noch die in den vorherigen Aufgaben gefundene Relationen fiir die Position und
Ladung der Spiegelladung ein. Damit erhalte ich:

3 -2
1 g2 2

po L@ (o) ),
4meg rg? \ 1q re?

H 3.4.4 isolierte, leitende Hohlkugel

Laut [?, Seite 75] kann ich die Ladung Q auf der Kugeloberflache als lineare Superposition von einer
Ladung ¢’, die die dulRere Ladung g ausgleicht und einer Restladung Q—q’ ansehen. Dabei verteilt sich
die Restladung homogen, weil die Ladung q’ bereits das externe Feld der Ladung q ausgleicht.
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Somit kommen als zu den Potentialen und Kréften der vorherigen Aufgabenteilen folgende Teile
hinzu. Dabei kann ich die Restladung im Koordinatenursprung zentriert annehmen.

1 Q+%q

4mey X

¢Q+q’ (X) =

Die Kraft bekommt ebenfalls einen weiteren Term:

1 (Q + ?q) q
Fo,.(x)= : x
Qtq 4me, x3

Ein Ladungsiiberschuss auf der Auldenseite wird diese nicht verlassen und auf die Innenseite wan-
dern. Da innerhalb des Leiters kein Feld herrschen kann, muss nach dem Gesetz von Gaul$ das In-
nere ladungsfrei sein. Daher kann die Ladung nicht nach innen wandern. Von der Kugel konnte
die Ladung bei ausreichend hohen elektrischen Feldern und realen Leitern allerdings in einem Blitz
entkommen.
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