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14.1. Hauptzweig des Logarithmus

14.1a. z, =1

Wir entwickeln um z, = 1. Die Ableitungen sind, wie im Reellen:
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Die Reihe ist mit f ™W(1) = (1)1
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Diese Reihe konvergiert sogar absolut fiir alle z. % %‘\L/ @U’ QQ W ‘K‘\'u\ haaa ot 4:"

14.1b. z, = —1+i \%"4l<‘ 4, \u2=° 3} ’e-”b Ooaf u.j/@
dﬁ%mw

Wir benutzen die gleichen Ableitungen, werten allerdings an 2, = —1 +1i aus.
ke 1 \"1 n
flz)= —HZ(:) (:) 0 (2 — )

Auch diese Reihe konvergiert absolut fiir alle 2, also auch in —1 — €i. & jo.

Da —1+iund —1 — €i allerdings auf zwei verschiedenen Ebenen der Riemann’schen Fliche liegen, wei-

chen die Funktionswerte um 2 voneinander ab. % Versel R Wik 'S p
%
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14.3. holomorphe Funktionen

14.3b. zweite Funktion Q%WWJL o Ui waL g —d Wtk F | M&&

Wir setzen g = % und erhalten:
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Diese Funktion ist an den Stellen z = =+1 nicht definiert. Auf B;(0) gibt es allerdings keine weiteren
Definitionsliicken. Die Funktion ist auf dieser Kreisscheibe holomorph. Wenn wir n > 1 voraussetzen, gilt

die Identitat f(1/n) = (n2 - 1)—1 fir alle n. o 24

14.3d. vierte Funktion

Die Funktion f = 0 erfiillt die Bedingung | f(1/ n)| < e™" wenn auch nicht besonders kreativ. 2/
"

14.4. Entwicklung in Laurentreihen

14.4a. erste Funktion

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch:
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Jle)=

Wir beginnen mit dem ersten Summanden und schreiben diesen als geometrische Reihe:
L L5620
z+1  z 1 + N b4 ~/

Dabei miissen wir als Einschriankung |z| > 1 einfiigen, da die Reihe sonst nicht konvergiert. Ve

Den zweiten Summanden schreiben wir in eine normale Taylorreihe, da wir hier eine Konvergenzober-
grenze erhalten méchten. Nur so konnen wir den Konvergenzring zwischen 1 und 2 erreichen. Wiirden
wir hier ebenfalls in eine geometrische Reihe entwickeln!, hitten wir im Konvergenzring B, »,(0) entwi-
ckelt.

Wir entwickeln in eine Reihe:
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Diese Reihe konvergiert fiir alle |z| < 2.
Beide Summen schreiben wir zusammen:

=) 2@ 2656

n= ==00

14.4b. zweite Funktion

Es soll

4z — 22

(22-4)z+1)

rie)=

entwickelt werden. Wir fiihren eine Partialbruchzerlegung durch:
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Zu den einzelnen Summanden bilden wir die Maclaurinreihe:
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Zu jedem der Summanden bilden wir aufferdem noch eine Art geometrische Reihe:
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Nun miissen wir diese Teile geschickt kombinieren, je nach gewiinschtem Konvergenzring. Wir beginnen
mit B; 5(0). Dazu brauchen wir die geometrische Reihe des Termes mit Polstelle bei |[z| = 1 und die
Maclaurinreihen der Terme mit Polstelle bei |2| = 2. Zusammen also:

00 n 00 no o —1
SO 18120)= 3. (—%) r43x(3) T e (V)
n=0

n=-—00

A
Z‘ ,m,} - (-3)
Fiir B, ,,(0) bendtigen wif nur die geometrischen Reihen von allen Summanden, da nur diese fiir beliebig
grofle Summanden gelten:

£(2) 1 Byoo(0) = 3112 (——) 2"+ = ?Z ( ) z :g i 12" (\/)

n=-—o0o

Und fiir By ;(0) brauchen wir nur die Maclaurmrelhen da diese nur fiir kleine |z| giiltig sind:
00

3 . e
f(Z)fBo,1(0)=—§Z(——) 3 Z ) 32,1 ()

n=0

14.5. Konvergenzbereiche SW {Q At M wanra e

.Y o\
14.5a. erste Reihe Mc\w ‘ o I Lu—me\
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Wir zerlegen die Reihe in positiven und negativen Teil:
00

Ser Y m

Der Konvergenzradius R der ersten Reihe ist 0o, da es die Exponentialfunktion ist:

1 o 1
— =limsup {/ —=0
R- OGPV v
Fiir den zweiten Summanden ist der Konvergenzradius r = 0:

k
r =limsu — =0
1k—»ooP k!

g

Da wir nur innerhalb des Kreisrings sicher Konvergenz haben, muss 0 < |z| < oo gelten.

Ueding, Manz, Lemmer Gruppe 16 — Malte Lackmann Seite 4/ 5

math340 - Ubung 14 14.5. Konvergenzbereiche
3.
5: 1 51 ( ) 5& ( ) 5 &
—= === -] == ) e (&(5 o
3z+1 L § s 32 3,1;00
|
|



math340 — Ubung 14 14.5. Konvergenzbereiche

14.5b. zweite Reihe

Die Koeffizienten der zweiten Reihe sind:

a; = 2sech(ak)

Wir bestimmen die Konvergenzradien:

1
== limsup V/ e% + e~k > Jim sup V/ etk = ¢

k—o00 k—o00

Analog fir r. Wir haben r > e® als auch R < e™°. Die z, fiir die die Reihe konvergiert, sind also:

sf 7/2

et <lz|<e™®
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