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11.1. holomorphe Funktionen
11.1a.
u=xy, v=xy
u_, qu_,. ov_, o 9v_
ax oy ox oy
u_ov , ou_ Ov
dx 3y dy  dx
y=y N x=-y
y==—y AN XxX=—Xx
x=0 A y=0
Die Funktion ist nur im Punkt z = 0 komplex differenzierbar.
11.1c.
u=—6cos(x)+2y%+15 (y2 + Zy)
v =—6sin(x)—2y>
G, d 0 d
au_ 6sin(x), g _ 6y2+15(2y +2), v _ —6c0s(x), 9y _ —6y2
dx dy dx y
Das Gleichungssystem % = g—; A g—; = —g—; haben wir in Mathematica Losen lassen, das Ergebnis

passte nicht mehr auf einen Bildschirm. Genéhert erhalten wir folgende Losungen (mit n € Z):

X Y
+2.50956 —3.01879i+ 2nmt  —1.44323 + 2.85358i

+2.50956 + 3.01879i + 2nm
—0.93877 —0.77286i + 2nn
—0.93877 + 0.77286i + 2nT

—1.44323 —2.85358i
—1.05677 —0.23817i
—1.05677 +0.23819i
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Hier fehlen noch Inhalte.

1l.1e.

f(2)=14/|RezImz| = \/|xy{

, v=0

u= |xy

Die Ableitungen sind:

Y X

W Xy>0 W Xy>0

5 -
ou_J)smm Xy<0 ou_J5Ss xy<0 ov_, v _,
dx fo%e) x=0 dy fo%e) y=0 dx dy

0 y=0 0 x=0

Die Cauchy-Riemann Differentialgleichung sind allerdings nur erfiillt fiir:
(y=0/\x;é0)/\(x=0/\y7é0)

Somit ist die Funktion in keinem Punkt holomorph.

11.1f.

f(z)=zRez = (x +iy)x = x% +ixy
u=x% v=xy

du du ov av
ox 0 dy = Ox v dy X

2x=0Ay =0 << x=0Ay =0

11.2.

11.2b.

Gegeben ist:

u=x2—y?+e”sin(x)—e” cos(x)

ou =2x+e Y cos(x)+e”sin(x)
dx

ou =—2y —e Ysin(x)—e” cos(x)
dy

Es miissen die Cauchy-Riemann Differentialgleichung erfiillt sein:

du Jdv Jdu v

ax a3y 3y ox
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Unser Gleichungssystem:

0
2x +e Y cos(x)+esin(x) = a—v
Y

%,
2y +e Ysin(x)+ e’ cos(x) = 8_v
X

Wir integrieren die erste Gleichung nach y, die zweite nach x:

v=2xy—e Y cos(x)+esin(x)+c;(x)

v=2xy—e Y cos(x)+esin(x)+cy(y)

Dies kann nur erfiillt sein, wenn gilt:
ax)=c(y) &= aa(x)=c(y)=c3
Alle Funktionen v, so dass f holomorph ist, sind:

v=2xy—e Y cos(x)+e’sin(x)+csy

11.3.

Sei f(x +iy) =u(x, y) +iv(x,y). Nun gilt:

g(z) =1 (&) = u(x,—y) —iv(x,—y)
Vol 0
g'(2) = ﬁ (x,—y) —iﬁ (x,—y)
=f'(z)

Fiir die Funktion h(z) gilt dhnlich:
h(z) = f () = ulx, y) —iv(x,y)
oy = 8 )12V

h(z)_ax (XJJ’) lax (Xay)
=f'(2)

11.5.
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