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7.2 Separationsansatz

Wir benutzen u(x, y) = v(x)w(y) und erhalten:
w
V—- = a2 A —_— a2 \/

Diese Differentialgleichungen 16sen wir durch einen Exponentialansatz. Die zusammengesetzte Lo-

sung ist: =
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Nun miissen wir noch die Randbedingungen erfiillen. Dabei setzen wir schon sm?’(_y) == sm(y) -

7 Lsin(3y) ein. Die vier Bedingungen sind:
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Bedingungen aus (1) Fiir mindestens ein n muss gelten:

cp+d, #0
Ein Summand sollte ausreichen, um das sin(x) zu erreichen. Dieses sei das 0. Element. Es muss
gelten:

a0=1 A Cl():—bo A 2(10 (C0+d0):1 \/
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Bedingungen aus (2) Fiir mindestens ein n muss gelten:

a,+b,#0

Da die Exponentialfunktionen eine Basis fiir den L? bilden, sollten zwei Summanden ausreichen,
um auf die geforderten % sin(y) — %sin(S y) zu kommen. Diese Summanden seien die ersten beiden.
Fiir den ersten Summanden erhalten wir folgende Bedingungen:
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Sowie durch den zweiten Summanden:
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Bedingungen aus (3) Es muss fiir alle n gelten, dass: w'ti ! BE‘E |

(cnei"‘"’t + dne_i“"") == /

Nur so ist gewahrleistet, dass fiir alle x gerade 0 herauskommt. Dies kdnnen wir umformen zu:
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Bedingungen aus (4) Analog zum vorherigen Abschnitt muss gelten fiir alle n gelten:
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Eventuell lasst sich auf diesem Wege die Koeffizienten so bestimmen, dass eine Losung u her-

auskommt. : -0 av \M'J’\\/ W ¢
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Wir nehmen an, dass die Funktion u nur von r abhidngt. Somit vereinfacht sich die Poissongleichung

Zu:
1 0 du) =™
o 2" | =
Au(r)= 337 (r ar) r
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Diese Funktion ist allerdings bei r = 0 nicht differenzierbar, womit c, = 0 gelten muss. Ansonsten
hitten wir auch eine Randbedingung zu wenig. Es bleibt die Randbedingung:

u(R) -—:l-R?’ +c3 =nR3
12 3
Daraus leiten wir ab, dass c; = (7 4 1/12) R® sein muss. Die Lésung lautet:
1 il
3 3
=—r "+ — |R
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Wir machen die Probe und setzen u in die Poissongleichung ein:

d
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Die Funktion 16st also die Poissongleichung.

7.3b

Hier konnen wir analog vorgehen:
1 2 du
Au==—|r*—|=1
T (r 3r)

0 du
sl 22t _ .3
ar (r ar) r

du 1
2 3
r“— —==Tr"+¢
adr 3 1
Jdu 1 " 1
ar B Clrz
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u=—r2+cz—+c3 \/
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Hier muss die Funktion nicht bei r = 0 differenzierbar sein, so dass c, # 0 zuléssig ist. Daher
brauchen wir auch zwei Randbedingungen, um beide Konstanten zu bestimmen. Mit u(1) = 0 und

u(4) = 0 erhalten wir ¢, = 10/3 und c3 = —7/2. Die Losung ist also:
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