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6.4 Dirichletproblem

In Polarkoordinaten ist die Laplacegleichung:
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Zur Separation wahlen wir:

u(p, ) =v(pIw(e) ‘/

In die Differentialgleichung eingesetzt erhalten wir nach einigen Umformungen:
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Die Gleichung in w kénnen wir durch w(¢) = ¢; cos(a¢ )+ c, sin(a¢) 16sen. Nun setzen wir wie auf
dem Aufgabenzettel angegeben p = e’ fiir die Gleichung in p:

g2ty (et) +elv’ (et) —a®v (et) =0 /

Wir fiihren eine neue Funktion a(t) := v (ef) ein, deren zweite Ableitung a”(t) = v (e') ** +
v/ (e') e’ ist. I\)ffnit koénnen wir die Differentialgleichung vereinfachen zu:

a’'-a*a=0 /

Die Lésung davon sind Exponentialfunktionen, nach Riicksubstitution erhalten wir:

v(p) =c3p® +cap™® \/ (oée (\:} &f:/ Oé‘O uﬂa/U&« ol
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Die Funktion u setzen wir aus beidem zusammen:
u(p,¢) = (cgpa + c4p“1) (c1 cos(ag) + cysin(ag)) +cs &\/ )
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Wir wihlen c5 = 3. Damit bei p = 1 nur 3 herauskommt sowie bei p = 3 der Wert 3 + 3cos (¢),
miissen wir ¢z = 0 wihlen. Wir wihlen ¢4 = 1 und miissen nun noch folgende Gleochungen fiir a},
und cberﬁillen:

1
c$+ czr: 3, 3c§ + 564: 3
Damit erhalten wir c% =9/8 und c€.= —9/8. Die Losung der Differentialgleichung ist also:

1
u(p, )= (-Z—r—g;) cos (¢) +3 \/

Wenn wir zur Kontrolle in diese Funktion p = 1 einsetzen, erhalten wir nur die 3. Setzen wir p =3

ein, erhalten wir (27/8 —3/8) cos (¢) = 3cos (¢). N G%}]
Einsetzen in die Laplacegleichung ergibt 0. o ; ‘
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