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5.1 Anfangswertaufgabe

In die Losungsformel eingesetzt erhalten wir:
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Ich fiihre & als neue Koordinate ein [1]:
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Nun konnen wir das negative Argument der Exponentialfunktion umschreiben:

(x —y)? PR (1+4t)y? — 2xy + x?
4t 4t

1+4t (, 2x X
T a4 (y _1+4ty+1+4t)
1+4t x?
T (( 1+4) 1+4t (1+4t)2)
144t 4xt
T (( 1+4t) (1+4t)2)

1+4t X . %*
T (y_1+4r) 1+4t
2

X
trw V

Dies konnen wir nun in die Losungsformel einsetzen und erhalten mitdy =

1+4t d& und &(+o0) =
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Abbildung 1: Plot von u(x, t) fiir t =0,...,10. Der hohste Graph ist t = 0.
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Das Integral ist einfach nur /7, dies kann man durch Quadrieren und Wechsel in Polarkoordinaten

bestimmen.
1 x2
= exp | — v
144t 1+ 4t

E-0
Fir t = 0 kommt gerade e —x* heraus, wie gefordert. Die Funktion ist in Abbildung 1 gezeigt. L[ /é[v

5.4 g fortsetzen

du "._ u
5, und u” = PPl

Wir schreiben u :=
5.4a homogen, Dirichlet

Gegeben ist 1 = u’ und u(0, t) = 0 sowie u(x,0) = g(x).

Im Nullpunkt muss u =0 geltewlso setzen wir g ungerade fort:
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Dies setzen wir in die Losungsformel ein: l/{.u,\ WW ( % wg
__r [Ty =y?\. ?L\ 1
u(x’t)__mj-oo yexp| —— £(y) Wk%’ 06:') 20 <./,, p)
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Mit z := —y und dz = —dy:
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Wir kehren die Integralgrenzen um und fassen die Integrale zusammen.
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Dies ist gerade der doppelte sinh. |
\

:%Jowdyexp (—xzd:yz)sinh (2:—3/) g(y) /\/) ///Z

5.4b homogen, Neumann

Diese Aufgabe ist dhnlich Aufgabe 5.4a, allerdings soll hier nicht u(0, t) = 0, sondern u’(0,t) = 0

gelten. Die Funktion g setzen wir daher gerade fort, damit die Steigung immer O bleibt: L B&V}
i 677,.44 Foowida (eds
. glx) x=0 H (,4 o
(x) =
o, dasy /Q;ﬁ; y (x] ,’sh./?
Dies setzen wir auch in die Losungsformel ein. Der einzige Unterschied zur 5.1 ist, dass ein Mlnusze-

ichen fehlt. Somit kommt nicht sinh sondern cosh am Ende heraus:
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5.4c inhomogen, Dirichlet
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Gegeben ist # = u” — u und u(0, t) = 0 sowie u(x,0) = g(x). Als Ansatz soll u(x,t) = e "v(x,t)
benutzt werden.

Die Ableitungen von u sind:

v =et', d=-etv+e v

Dies setzen wir in die Differentialgleichung ein und erhalten:

—e tvyt+etv=e"" -ty

Daraus folgt:

" v

Somit muss v die normale Wéarmeleitungsgleichung erfiillen. AuBerdem soll u(0, t) = 0 erfiillt sein.
Die ist dquivalent zu v(0, t) = 0. Aus u(x,0) = g(x) kénnen wir v(x,0) = g(x) folgern. Somit haben
wir das Problem auf die Aufgabe 5.4a zuriickgefiihrt. Das u was wir dort erhalten haben, ist hier das
v. Zusammen mit e~ ergibt es die Losung u.

u(x, t)——e f dyexp( 68 )sinh (%{) g(y) \/ Z/Z
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