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Als Ansatz benute ich u(x, y, t) = v(x, y )w(t). Dies setze ich in die Differentialgleichung ein:
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Teilen durch vw ergibt:
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Daraus folgen die zwei Gleichungen, die unabhéngig sind:
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Fiir v setze ich nun GH ein und erhalte:

dy

Falls a positiv ist, wird die Differentialgleichung fiir w durch Kosinus und Sinus gelost. Ist w = 0,
ist dies eine lineare Funktion. Falls w < 0, wird dies durch eine Exponentialfunktion gelost. Mit den
Randbedingungen kann allerdings a nur positi}'(i SEIE
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Daraus folgt fiir die Integralbasis fiir w:
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scheidung 16sen kann. Ich erhalte als Integralbasen:
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Somit erhalte ich zwei weitere Gleichungen, die ich einfach unter Benutzung der gleichen Fallunter-

mt)} BH={COS(\/E~V)’“”(‘/EY)}/
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Die Funktion u ist nun eine Linearkombination aus Produkten, die jeweils aus einer Basisfunktion
bestehen. Da allerdings die Randbedingungen festlegen, dass am Rand die Funktion O sein soll,
konnen nur Sinusterme vorkommen.

AuBerdem muss dann y/a — Ba = mm und \/Eb =nn (m,n € N) gelten, damit bei x =a, y = b
und t = 0 die Funktion ebenfalls 0 ist. Daraus folgt:
o m?n?  n?n?
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Somit muss also die Funktion sein:

Rn nm m2n2  n2m?
u(x, y,t)—ZZafa-sm( )sin (—E—y) sin -+ ot /

2
m=1n= b

Diese Funktion erfiillt fiir beliebige a,, und a,, die Anfangsbedingung fiir u(x, y,0), und auch auch
alle Randbedingungen.

Nun muss ich noch die a,, und a,, so wihlen, dass die Bedingung fiir  erfiillt ist. Fiir t = 0 soll fiir
i gelten:

m nz n2mn2 mn nm
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Das ist letztlich eine zweidimensionale Fourierreihe. Die Koeffizenten a,, und a, kénnen durch
Projektion bestimmt werden.

Aus dem vorherigen Aufgabenblatt wissen wir fiir die Parabel, die ungerade fortgesetzt wird:
mn
x(x—a 1)" -1 sm(—x)
(x—a)= Z = (1 -1) x|
Somit kénnen wir diese doppelte Parabel als Fourier-Reihe schreiben:
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Jetzt wihlen wir die Vorfaktoren a,, und a,, einfach so, dass sie den Koeffizenten in der doppelten
Parabel entsprechen.

Die generelle Losung u ist also:
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4.3 Laplacegleichung

Es soll bestimmt werden, fiir welche a folgende Gleichung durch ¢ ((x,a) + ct) gel6st wird:
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Die Ableitungen der Funktion ¢ sind:
32
at(f—c2¢>(xa ) +ct) i

Der Gradient:

Vo =¢'((x,a)+ct)a v’

Laplace:
A¢p =¢" ((x,a)+ct) (a,a) \/

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich dann die Bedingung:

" Q) C
Die Vektoren a miissen also normiert sein. Ml’ & /8 SCW- ‘ 2%'

4.4 Cauchy-Probleme 4

4.4b die Zweite

Ich benutze die Losungsformel:

oy j_f dp ) +LJ 4o 1)
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Das Integral ist auf einer Einheitskreisflache. Daher gilt: dz,, = dy; dy,. Die Grenzen sind:

X1—tZy;<x;+t, Xo-— \/t2— (_yl—xl)zSJ'sz2+\/t2— (yl—xl)2
Mit diesen Grenzen wird die Losungsformel zu:
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Dort setze ich jetzt die Funktion ein:

x -t

u(x,t)=
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Diese Losung erfiillt die Differentialgleichung und auch die Anfangsbedingungen.
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