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Aufgabe 1 Rotation

Gegeben ist ein Vektorfeld, es soll die Rotation berechnet werden. Das Vektorfeld ist:

T+ X2
ﬁ(f) = Ir3 — T1
—T1 — X2
Die Rotation ist nicht ortsabhéngig:
-2
Vxv=1]1
-2

Da das Vektorfeld eine Rotation besitzt, ist es nicht konservativ. Dies bedeutet auch, dass es
nicht der Gradient eines Potentialfeldes sein kann.

Das ganze sieht aus wie ein Strudel, der schief im Raum liegt.
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Aufgabe 2 Grenzwert

Gegeben ist die Definition der totalen Ableitung sowie einer Funktion g, die die Ableitung an
der Stelle 0 einer Funktion gibt. Es soll g(v) bestimmt werden.

g war definiert als:
0
9(v) = = 1(0)

Dies ist nach der Definition von f:

= lim th)
h—0 h

1
= lim —(hvihvy — hvy + 2hvy + hSUi’)
h—0 h

= lim (hvlvg —v1 + 2v9 + h%i’)
h—0

= —v1 + 209

Dies ist eine Ebene.

Aufgabe 3 Gradient

Gegeben ist eine Funktion, es soll der Gradient bestimmt werden.

1,

f(a?):§a:~(Aa?)—a?-5

Aufgabe 3.a Gradient bestimmen

Dazu schreibe ich die Funktion in Komponenten mit der Summenkonvention.
1

@) =3 (1’ (Af)f) —aib;

Jetzt bilde ich den Gradienten. Dabei betrachte ich erstmal nur die z-te Komponente.

(V5@) = ;8‘2 (: (A%)") ~ b

Ich wende die Produktregel auf das erste Produkt an.

- 1 o ‘
7)) == (| (AZ i— (AZ)" ) — b,
(Fs@). = 5 (49, + - (45) o
Das Produkt aus Matrix und Vektor schreibe ich als Summe. Dabei sind a;; die Elemente der
Matrix A.

- 1 -
VI@) =5 ((A), +a'ale; ) ~ b
(f()z 2(( )z+ alej z
In der zweiten Summe ist der einzige Summand, der von z, abhéngt, erreicht, wenn z = j. Also
ist der einzige Summand, der abzuleiten ist, a;,z,. Dessen Ableitung ist a;,.

(Vr@) =3 (A7), +'ai.) b

z

(Vi@) -

z

DN DN

((AZ), + aizxi) — b,
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Dies kann ich gerade als Produkt mit einer transponierten Matrix schreiben.

(5@)_ =5 (A7), + (4'F) ) ~b.

z

Nun fasse ich die Komponenten wieder zu kompletten Vektoren zusammen.

V(&) = (A7 + A'Z) — b

=

V@) = (A+AYZ b

N =N =

Aufgabe 3.b A symmetrisch

Falls A symmetrisch ist, kann ich die beiden ersten Summanden zusammenfassen:

—

Vf(Z)=AZ—b

Aufgabe 3.c lokales Minimum

Damit f an der Stelle Z ein lokales Minimum hat muss V f(Z) = 0 sein.

Aufgabe 4 partielle Differenzierbarkeit

Gegeben ist die Funktion f:

Aufgabe 4.a zweimal differenzierbar

Es ist zu zeigen, dass f zweimal partiell differenzierbar ist. Dies bedeutet, dass zweimal der
Differenzenquotient existiert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei v = e;. Der allgemeine
Differenzenquotient ist:

8 ha - )
2 1) = iy L) = S0

Falls (z,y) # (0,0) ist, so ist dies eine ganz normale rationale Funktion mit immer positivem
Nenner und ist daher beliebig oft stetig differenzierbar.

An der Stelle (z,y) = (0,0) ist f ebenfalls partiell differenzierbar. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei v = e;.

2 T f(hao)_f(070)
8$f(0, 0) = Ilbl—% h
) _ hoM —0
0

. hO
5 00) = fimy T 0

Analog ist auch die Ableitung nach ey genau null fir (z,y) = (0,0).
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Aufgabe 4.b zweite Ableitung ungleich

Es ist zu zeigen, dass gilt:
2 2

0 0
5y05 00 # 55 f(0,0)

Nun betrachte ich die zweite partielle Ableitung. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit leite ich
zuerst nach x, dann nach y ab. Der Differenzenquotient wird nun zu einem geschachtelten:

. f(hi)—£(0,4) 1 F(h,0)—£(0,0)
i £(0,0) = lim L — limy [(h-0)—1(0.0)
dydx i—0 ;

Fiir den zweiten Limes setze ich die null ein, die ich vorher berechnet habe. Der zweite Summand
ist gerade null, wie in der vorherigen Aufgabe gezeigt.
s f(h,i) — f(0,4)

07 i 1
ay&L‘f(O’ 0) 1530 70 hi

Jetzt setze ich die Definition der Funktion ein. Dabei ist der lim; o f(0,7) = 0, wie oben ge-
zeigt.

o i
= lim li -

ayar’ "0 = I b

52 h2 — 42

ayﬁxf(o’ 0) = lim lim

i—0 h—0 h2 + 72

Jetzt ist es entscheidend, welcher Limes zuerst vollzogen wird. Wird es in der Reihenfolge gemacht,
die dort steht, kommt am Ende fiir die zweite Ableitung —1 raus. Werden allerdings die beiden
Ableitungen, und damit die Limite, vertauscht, erhilt man fiir die zweite Ableitung 1.

Somit ist gezeigt, dass es fiir diese Funktion nicht egal ist, in welcher Reihenfolge die Ableitungen
gebildet werden.

Das ganze liegt daran, dass diese Funktion eigentlich an der Stelle (0,0) nicht definiert ist und
sie daher aus zwei Funktionen zusammengesetzt ist. Derartige Zusammensetzungen kénnen zwar
stetig sein, aber sie miissen nicht unbedingt differenzierbar sein (siche Betragsfunktion).

Aufgabe 5 glatte Funktionen

Gegeben ist eine Funktion f aus C3°, wobei die Trigermenge kompakt ist. Aufserdem ist noch eine
Funktion u definiert. Es soll gezeigt werden, dass u beliebig oft stetig differenzierbar ist.

uw) =5 [ 1 wlldy

Die Eigenschaft mit dem R besagt nur, dass die Funktion auferhalb der Tridgermenge, deren
Durchmesser maximal 2R ist, kompakt ist. Das Integral, dass von Unendlich bis Unendlich geht,
konnte daher aus genauso gut von —R bis R gehen.

Aufgabe 5.a differenzierbar

Es ist zu zeigen, dass u beliebig oft stetig differenzierbar ist. Das heifit, dass dies existiert:

n

dy™

Vn € N: u(x)
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Aufgabe 5.a.1 differenzierbar nach y

Beweis. Die Ableitung kann ich erst einmal formal aufschreiben:

dn
- d
) = gy [ @ lsldy

In der Aufgabenstellung wird darauf hingewiesen, dass ich auf der rechten Seite, also auf der Seite
des Integrals, die Differenziation und Integration beliebig oft vertauschen darf. Dies bedeutet also.

Also darf ich schreiben: ) "
— T — d
9 / dy™ f( ?/) ‘y| Yy

- Al b(y)

Den Integranden kann ich noch nicht beliebig oft differenzieren, da die Betragsfunktion nicht in
der Stelle y = 0 abzuleiten ist. Allerdings kann ich die Betragsfunktion beliebig oft integrieren.
Mit der partiellen Integration kann ich das Integral (ohne Vorfaktor) auch umschreiben. Dabei
ist B eine Stammfunktion zu b und a die Ableitung von A.

[ & A(y)B(y)]: - /OO & a(y)B(y) dy

dz” oo Ay

Da f auf einem kompakten Triger ist und eben dieses R exisitiert, bedeutet dies, dass:

lim f(r—y)=0

y—Foo

Somit entféllt der erste Term, es bleibt der zweite Term.

—/OO & a(y)B(y) dy

n
oo dz

Den gleichen Trick mit der partiellen Integration kann ich nun immer wieder und wieder anwen-
den, da a immer noch beliebig oft differenzierbar ist. Und B kann ich wieder integrieren, weil
es immer noch stetig ist. Fiir ein vorgegebenes n kann ich also das Integral (und somit u) so
umformen, dass es n-mal differenzierbar ist. Somit ist u beliebig oft stetig differenzierbar. O

Aufgabe 5.a.2 differenzierbar nach =
Die Differenzierbarkeit nach z ist trivial.

Bewezis. Ich beginne mit dem zu zeigenden Integral:

dm d” 1
L dm/ f@ — )yl dy

Die Differenzierung darf ich reinziehen.

1 [~ 4
2/00 o/ @ vlyldy

Da nur f(x — y) von z abhéngt, brauche ich die Ableitung nur darauf anzuwenden.

o0 dn
5 [ (dfe=) iy

Da f gerade beliebig oft differenzierbar ist, gilt die Behauptung. O
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Aufgabe 5.b Laplace

Es soll gezeigt werden, dass gilt:

Ve € R: Au(z) = f(x)

Aufgabe 5.b.1 Ableitung nach x

Die zweite Ableitung von u nach x ist:
d? d2 1 [
@U(J?) = dx22/ f(z—y)lyldy

Es gilt: 1 1
FACEEh —@f(w —y)

Daraus kann ich umformen:

d2

Nach der Produktregel ist dies:
d? 1 * / n'
2@ ==5 [ (Fa@=ylyl+f@-ylyl) d

Und dies ist:
d2
dx?

u@ =5 [ eyl + 20 @ - )l + fo -yl dy

Die erste Ableitung der Betragsfunktion (auferhalb von y = 0 ist die Vorzeichenfunktion o, die
zweite Ableitung ist null. Somit vereinfacht sich das ganze zu:

d2
dz2"

@ =5 [ £l +2r -y

Aufgabe 5.b.2 Ableitung nach y

Nach y kann man die Funktion erst dann zweimal ableiten, wenn man den Trick zweimal ange-
wendet hat. Ich beginne mit der einmal ableitbaren Form:

we) =5 [ (re=n) (1)

Darauf wende ich noch einmal den Trick an. Der erste Summand ist, wie vorher auch, null und
kann daher weggelassen werden.

=3[ (st ) ([ )

Jetzt bilde ich die erste Ableitung nach y.

=3 [ Gre=) ([ ) + (Gase=0) (1) o
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Die zweite Ableitung wird auf diese Weise nur noch komplizierter:

;;u(x) = ;/: <C;;f(:cy)> (//|y|>

() (/)
(Eea) ()

d2
; <dy2f(x - y>) 1yl dy

Auch dies kommt f(z) nicht wirklich nahe.
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