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Aufgabe 51 Die Eigenrdume sind die Kerne der Matrizen A + E und A — 2. wobei £ die
Einheitsmatrix bezeichnet.

Man l0st nun fiir die Matrix A und den Eigenwert A = —1 das entsprechende homogene Glei-
Chllllgﬁﬁy.‘il’.%ﬁlll]

3 00 L g
A+LE=10 0 2| =14 0§ 1
g 0 g 0 0

Daraus folgt, dass y beliebig gew#hlt werden kann und & = z = 0. Somit ist eine Basis dieses
Kerns (und damit des Eigenraums fiir A = —1)

0
By == 1
0 v
Fiir den zweiten Eigenwert A = 2 geht man analog vor.
RN R 1,
A—2E={0 —=3 2 |~ |0 1 0
B 8 =3 f [ L

Daraus folgt, dass x beliebig ist und y = z = 0. Eine Basis dieses Eigenraums ist

1
By = 0 A
0 v
Fiir die zweite Matrix geht man genauso vor. Eigenwert A = —1:
-4 0 7 1 0 -1 10 -1 40 -7
B+E=|6 3 —6|~ |13 -1]~1]0 3 I-1|~|02 3
-4 0 7 00 0 BoOad RS
Daraus folgt, dass z beliebig, x = %:’ und y = -—éz Eine Basis ist



B,'IZ —(1
4
Der zweite Eigenwert A = 2:
={ W P Lo 1 L8 =1
B-2E=|6 0 —6]~ (10 -1]~{0 0 0
-4 0 4 I 4 =l g
Hier ist y und z beliebig, x = z. Eine Basis ist somit
1 0
o L Y TR 2= 6

Aufgabe 52 Die Matrix C ist diagonalisierbar, falls einer der 3 Eigenwerte (A € {—1,0,1}) die
geometrische Vielfachheit 2 hat. Dies ist nétig, wm auf 4 linear unabhingige Eigenvektoren zu
kommen. Ansonsten wiirde es nur 3 linear unabhéngige Bigenvektoren geben, die allerdings nicht
ausreichen, um eine 4 x 4 Matrix zu diagonalisieren.

Man bestimmt nun die Dimension der Eigenrdume der jeweiligen Eigenwerte. Diese Dimensionen
sind die Defekte der Matrizen C — AFE.

Beginne mit A =1, also C' — E:

e W Bl el B G R g B
. la®m 0 b {0 =1 1 0 o
O—B=|.0 g4 1|7|2 va 0 4 =1
| 0 00 0 g ¥ o @

1 =1 0 1 =1 T —1 0§ 0

B3 8 0 1 2 -1 B 1 @ @

0 2 4 —1 5 8 @ 1 g 8 0 1

g 0 @ 0 0 0 0 0 o

Es gibt in dieser Zeilenstufenform nur eine Nullzeile. Somit ist der Defekt nur 1 und die geome-
trische Vielfachheit des Eigenwerts A = 1 ist nur 1. Eventuell gibt es einen anderen Eigenwert
doppelt.

Lose C' — 0F (fir A =0):

S S A [y . B =2 5 U D
=2 & 0 D =2 & 0 10 Sl P
= s : .
T B g o 8 0 g g i d
Y AR S g 0 000
Auch hier gibt es wieder nur eine Nullzeile, somit entscheidet der letzte Eigenwert A = —1:



R T ' 5 3 R 1 010
SR B 1 -2 0 0 T B 00 0210
b= ] s w2 ™l g 1 0= g 000 ln 5.6 1
o 0 6 B B 0 00 00 0000

Wieder nur eine Nullzeile. Somit gibt es nur 3 linear unabhéngige Eigenvektoren, da die geome-
trische Vielfachheit aller Eigenwerte zusammen nur 3 ist. Daher ist die Matrix C' nicht diagonali-

sierbar. lln Ll 'H'@L ‘,UL_‘% é‘:e. %QOMQIL{]&Le \/QLCQCLLKQL {or 0,- A4 \huﬂ.—aclwet]ow
oty | Z‘?— 5

Aufgabe 53 Da hier nur eine Stammfunktion gefunden werden soll, setzen wir in allen folgenden
Teilaufgaben C = 0.

Dy und Dp bezeichnen die Definitionsmenge von Funktion bezichungsweise Stammfunktion.

Aufgabe 53a Zuerst muss eine Polynomdivision durchgefiihrt werden, damit der rationale Term
in Partialbriiche zerlegbar ist. Dazu teilt man Zahler durch Nenner. Nach dem ersten Divisions-
vorgang ist das Restpolynom von kleinerem Grad als der Divisor, somit gibt es einen Rest. Diesen
Rest (—14) ldsst man dann auf dem Nenner stehen.

—2?+x—2 —;U2+:1f+12—14 [1, —1—12)—14
e d T
a4 ,/:7' T Tl / 2 —x—12 / 2 e 12 o

‘ 1+—714 1 /d +]‘___—14 1
= [ — dr = — 1z x
2 — 3 — 12 ’ . :1:2—;E—12{I

Als néchstes wird der verbleibende Bruch in Partialbriiche zerlegt. Dazu bestimmt man A und
B so, dass beim Gleichnamigmachen und Addieren der Briiche der urspriingliche Bruch heraus-
kommt.

—14 A i B
e T [ R IR T |
—14 Az —-4) . B(z +3)

=1l oPep=10  PEep=T1
—14 = A(z — 4) + B(z + 3)
0=x(A+ B)+ (—4A+ 3B+ 14)

Da diese Gleichung fiir alle x gelten muss, folgt daraus, dass die Klammern jeweils 0 sein miissen.

A+B=0 A -4A+4+3B+14=0

Lost man nun beide Gleichungen miteinander auf, erhélt man A = 2 und B = —2. Das obige
Integral kann nun in Partialbriiche aufgeteilt werden.

' 1 1
F=- 1z + 2 lr — 2
/u+ ,/;1:4—23(& /;r—4

dx




Die Integrale kann man mit der Regel [ ;1-5 dz = log |z — xp| 16sen.

= —z+ 2log|z + 3| — 2log |z — 4]

A
Df =Dp = R\{_3?4}
Aufgabe 53b
F= /:z:log(l =% | g

iy . e .

= 5:1:2 log (1 — :T}z) g f§x21 o (—22) dx
1. s 3

= 5;1:2 log (1 b ULZ) + / - i‘rz da

Hier fithrt man eine Polynomdivision des Integranden durch, damit man im nichsten Schritt
sinnvoll substituieren kann.

Jetzt substiuiert man im letzten Integranden durch z = 1 — 22, dz = -2z dz.
L 5 . e dz
= —2°log (1 — ——rf—= | —
gt BN~ 52 5 |
1 ;
=5 (2’ log (1 — %) — 2° - log(2)))

Man substituiert zuriick.

Di=Dp={zecR: |z <1}

Aufgabe 53c
= /;re“T dr = ze® — /6'” dz = ge® — ¥ = & (—1. L)

A



Aufgabe 53d

F = /:1736_""2 dx

Hier bringt es wenig, direkt partielle Integration zu benutzen. Man miisste die beiden Teilfunk-
tionen so wihlen, dass man z* (in mehreren Schritten) auf 1 ableiten kann. Dies bedeutet dann
allerdings, dass man gt integrieren muss, was anscheinend nicht einfach ist. Daher benutze ich
die Substitution mit z = 2%, dz = 2z dz. Erst als niichster Schritt kommt die partielle Integrati-

o1.
s B 1 1 ] i 1. ~ e 1
—3= o el e e e e —e P de=—cpge ¥ ——g F=——eF(l+32)
2 ] Y~ 2 2 —~—— 7 2 2
u ! S—— S~ ]

Wieder zurtick substituieren.

1
= —iC (l el )
A
By—Dp =R
Aufgabe 53e
. g 1‘;" f 7 &’ 7
B e B ot ™ e 2 S e R
F/\&i/coa(l) dl\ii/blll(l)—f\%’;{bln(i) dz = 2°sin(z) + 2z cos(z)— 2 /ms( ) da
= r*sin(z) + 2z cos(z) — 2sin(z)
iy
Di=Dp=R

Aufgabe 53f

F= /Coq( V2 dz —C()s(})sin(:r)+/%1n( z)? dz = cos(z) sin(z /dJ - /(()s 1 dler

(cos(z) sin(x) + x)

pa | S

Der Trick ist, dass man das — [ cos(z)? da auf die linke Seite zieht und dann alles durch 2 teils.
Dann bm.ncht man den Hilfssatz unten gar nicht.

D P =R /

Hilfssatz: Z g2 = C



Benutze hier die Additionsformel fiir den Kosinus, cos(z + z) = cos(x)? — sin(z)?.

3 (cos(2z) + 1) = = (cos(z)? — sin(z)? + 1)

l\,\b—‘

Ersetze sin(z)? durch 1 — cos(z)?.

= = (cos(z)? — (1 —cos(z)?) + 1) = i (cos(z)? + cos(z)?) = cos(x)?

Aufgabe 54a

sinh(arcsinh(z)) = x

1 1
- w+\/1+;r2————>a‘
2 ( z+ 14z
(:17+m)2— 5
= P

z+v1+z?
2
(;r+ V1 +I2) —-1=2z <J+ V1 +;}:2)
2 4 Zpv L m b L fu® = 1= 2% 4 2av/1 + o2
22% + 2zv1 + 22 = 227 + 22V1 + 22
Somit ist sinh(z) die Umkehrfunktion des arcsinh(z). Beide Funktionen sind auf ganz R defi-
niert.

Da sinh(z) aus Exponentialfunktionen zusammengesetzt ist, ist diese aul ganz R definiert und
stetig. Zusammen mi‘r der Eigenschaft, dass diese streng monoton ateicrend 15t 01 gibt sich die

Bijektivitit. AR TY S qors R &gﬁ b oahe wom, de,%e%é w mc L} Lhv
Zeige strenge Monotonie:
NepelRip ey = flz) = fly)

sinh(z) =¢e" —e " <e? —e™® < e¥ —e™¥ =sinh(y)

sinh(z) < sinh(y)

Da sinh(z) bijektiv ist, ist arcsinh(z) auch die Umkehrfunktion von sinh(z), wie in der Aufgaben-

stellung gefragt. /
1

Aufgabe 54b  Da hier nur eine Stammfunktion gefunden werden soll, setze ich in dieser und
der niachsten Aufgabe C = (.

il
= —dx
/ L



An dieser Stelle muss man darauf kommen, dass man x = tan(u), dz = c—os(_.r:) du setzen kann.

d U

/ v/ 1+ tan(u) %os (u)

Die Identitdt cos(x)? + sin(z)* = 1 kann man durch cos(z)? teilen und erhilt 1 + tan(z)? = (‘Of-.(il) :
Damit kann man den Term unter der Wurzel ersetzen.

j , 1 y | 1
— ] \/ COES(U)zm du = / COS(U)W du = / du

cos(u)

Man erweitert den Bruch, damit man im néchsten Schritt substituieren kann.

i télIl(’H.) (i ﬁ cos{u) fdll( ) ﬁ?
— / os{u) du.:/ ( n m( ) du

T ,
cos(u) tan(u) + T tan(u) Cos(u)
Jetzt kann man v = tan(u) + m Ly = LOb(u)2’ + ﬁ)l du setzen. Die Ableitung (I—? folﬂt aus
der Quotientenregel Ows(“g(;él(&;’i“("‘)) = ;:((;3
dv
= | — = log(v)
- 1"

Wieder v durch © ausdriicken.

= log (tan(“') i c:o:(u)>

u durch 2 ersetzen. Dabei muss zuerst nach x umgeformt werden.

1
=logi = -
e (I ] cos(arctan(;v]))

Die Identitat W V1 + 22 kann man folgendermafien zeigen: Man zeichne ein rechtwink-
liges Dreieck und nenne den Winkel arctan(z). Die Ankathete wird auf Linge 1 normiert. Die
Gegenkathete hat nun die Linge x, da 1 - tan(arctan(z)) = 2. Die Linge der Hypot.henuse ist,
v 1+ 22, Der Kehrwert des Kosinus ist Hypothenuse dtlvl,;ch Ankathete, letztere ist jedoch 1, es

e natvedagm U
= log (1 +V1+ 1‘2)

Dies stimmt mit der Definition auf einem vorherigen Aufgabenblatt iiberein.
= arcsinh(z)

) Enigg , ] [
Alternativ kann man auch sinh(z) zur Substitution benutzen, damit geht es efwasgschneller:

1
=/—d,f
1+ 22



Substituiere nun z = sinh(z), dz = cosh(z) dz.

Coqh )d=

/«/1 + sinh(z

An dieser Stelle kann man die Identitéit cosh(z)? — sinh(x)? = 1 ausnutzen.

cosh(z)dz = / dz =z

= | e

Nun wieder zuriick substituieren: x = sinh(z) < z = arcsinh(z).

= arcsinh(zx) A "’5

Aufgabe 54c

1. / 1 2%
arcsinh’(z) = ———— (:1: 4+ 31 IZ) = (l + —)
() T4+ 1+ x? T4+ +14+x2 24/1 4+ 22
5 1 vV14+22+2 o i}
r+1+ 22 V14 x? V1422

Mit der Formel fiir die Umkehrfunktion kommt man auf das gleiche Ergebnis:

| 1 1
aresinly () = = -

sinh’(arcsinh(z))  cosh(aresinh(z)) 1 ((i + VIt D) + )
2 (R

2(:1:+\/1+:1;2) = 2(:1:+\/1+;E)
) (-‘ff—i—m)2 1422 +22V/1422+1+ 22

Jetzt kann man gleiche Terme zusammenfassen. Die Terme kommen doppelt vor und die 2 lisst
sich kiirzen.

2(:1.f+\/1+1'2) _ m e
211 +u®) L Bewl L22 11lg¥l syl-la®

Um die Wurzel ausklammern zu kénnen, muss man 1 + 22 als /1 + 22 interpretieren.

T T+ V1 + 22 - z+1+22 B 1
1 tofio i+ (e+vi+2) itz 4,5

Aufgabe 54d Stammfunktion zu V1 — 22 bestimmen:

— / v1-—2?dx



Hier 2 = sin(u), dr = cos(u) du substituieren.

= [«/1 — sin(u)?du = /COS(U):Z du

Dieses Integral wurde bereits in Aufgabe 53f bestimmt.

1
(cos(u)sin(u) +u) = 5 sin(u) cos(u) + —;-u

Lo =

Der Kosinus wird durch einen Sinus ersetzt.
L. : T
= —sin(u)y/1 — sin(u)? + zu
2 2
Nun wird die Ersetzung teilweise riickgdngig gemacht.
1 R
= 5:}?\/ L2l 5&

Fiir das letzte  muss man die Umkehrfunktion = *(u) = u(z) = arcsin(z) benutzen.

= lu;\/l e _iarcsin(;x) s (:1:\/1 —z? + a.rcsin(:r)>
2 & 2 R

i
Ts =S

Aufgabe 55a Hier kann man (mit der Physikermethode) die Variablen trennen:

dy
prams i
S

dzx

/U

1
(—yﬁ/dx
VY

2Vy=z+C

1} :
3= 1(’»’3 +C)?

Dann setzt man y(3) = 4 um die Konstante C' zu bestimmen:

1 ‘
e = e
4(3+C)

A =F 4 ¢
C=-3+4

Das Anfangswertproblem wird durch ¢' =1 oder C' = —T7:

y(z) = i(‘f’ L1 ¥ el =la- TP



gelost.

Allerdings ist die zweite Losung nicht giiltig, da die Ableitung dieser Funktion fiir den Anfangwert
y(3) negativ ist, somit miisste die Wurzel negativ sein.

Daher 16st nur

y(z) = i(-’l‘ + 1F

die DGL und das Anfangswertproblem.
Mit der Mathematikermethode geht es natirlich auch:

Zuerst formt man die gegebene DGL in die Standardform um.

Jetzt wird eine Stammfunktion A bestimmt.

1 1 1
A/—dyzfgdy:2/‘ dy = 2yn
J aly) VU Jom vh

Die Integrationskonstante C' wird spéter noch bestimmt.

Nun bildet man die Umkehrfunktion A ',

L
Al =00 & A |gl= Z,Lz

Die Stammfunktion B zu b ist trivial; j Ldt =

Einsetzen in die Losungsformel ergibt:

y(t) = A7 (B(t) + A(yo) — B(to))

M

2 lppr . ‘32—1(t+4 3)2—1(1‘+1)2
TEL T )4 Bt

W | =

D

Aufgabe 55b  Zuerst muss der Ansatz abgeleitet werden.
y(n) o /\71(,/\33

Nun kann man in die gegebene Differentialgleichung einsetzen:

2)\3(3)@' £ )\ZC)\.T . 7)\6)\:1: o 6(?AI =0
M (2N + X = TA—6) =0

10



Die Nullstelle A = —1 kann mit Hilfe des Gaufi’schen Lemmas und Probieren erraten werden.

Das Lemma gibt die moglichen Nullstellen eines ganzzahligen Polynoms an. Angemommen p sei
ein Teiler von ag und ¢ ein Teiler von a,,. Dann konnen alle Nullstellen durch j:f—; ausgedriickt

werden. In diesem Fall kommen als Nullstellen also A € {-6,-3,-2,-%,-1,-%,1.1,2,2.3,6}
in Frage.

Nun fithrt man eine Polynomdivision mit (A + 1) als Divisor durch und erhilt:

2N+ N —TA—6=(A+1)(2\* - A —6)
Durch scharfes Hinsehen kann man sogar ohne PQ-Formel ausklammern:

; s 1 3
2,\2/\6:2(/\t2)\13)=2@+5)(,\—2)

Die Losungen sind also A € {—g -1, +2}. Die gesuchten linear unabhéngigen Lisungen sind:

o ;z:, efarte‘.lzr}
{ 3

[l

?:ﬁ:C
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